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       摘  要 
 

我们提出了一种深度学习框架，用于建模复杂的高维密度，称为非线性独立分量估

计（NICE）。它基于这样的想法：良好的表示是指数据具有易于建模的分布。为

此目的，学习数据的非线性确定性变换，将其映射到潜在空间，以使变换数据符合

分解分布，即，产生独立的潜变量。我们对这种变换进行参数化，以使得计算雅可

比行列式和逆雅可比行列式是简易的，并且我们通过构造简单的构建块来保持学习

复杂的非线性变换的能力，每个构建块都基于深度神经网络。训练标准只是精确的

对数似然，它是易处理的。无偏的原始采样也较为容易。我们证明这种方法可以在

四个图像数据集上产生良好的生成模型，并可用于修复。 

 

1 介绍 
 

无监督学习的 核心问题 之一 是如何捕获具 有未知结 构的 复杂数据分布 。  深度学习 方法

（Bengio，2009）依赖于学习数据的表示，这些数据将捕获其最重要的变异因素。 这引出了一个问

题：什么是好的表现？ 与最近的工作一样（Kingma 和 Welling，2014; Rezende 等，2014; Ozair 和

Bengio，2014），我们认为良好的表示是一种数据分布易于建模的表示。 在本文中，我们考虑这样

一种特殊情况，即我们要求学习者将数据的变换 h = f（x）投射到一个新的空间中，以便得到的分布

能够分解，并且组件 hd 是独立的: 

 

建议的训练标准直接来自对数似然。 更具体地，我们考虑变量 h = f（x）的变化，假设 f 是可逆

的并且 h 的维度与 x 的维度相同，以便适合分布 PH。 变量规则的变化给出了 

                                            

其中 是 x 处函数 f 的雅可比矩阵。 在本文中，我们选择 f 使雅可比行列式能简单地获得。 

此外，还可以简单地获得其逆 ，从而允许我们如下容易地从 Px(x)进行采样: 

 

本文的一个关键新颖之处在于设计了这样一个变换 f，它产生了“雅可比的简易行列式”和“易

逆”这两个属性，同时允许我们拥有尽可能多的容量 
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图 1：概率模型的计算图，使用以下公式.   

（a）推论:  

（b）采样：   

（c）修复： 

 

 

根据需要学习复杂的转换。 这背后的核心思想是我们可以将 x 分成两个块（x1; x2）并作为构建块

应用从（x1; x2）到（y1; y2）形式的转换: 

 

其中 m 是任意复杂的函数（在我们的实验中是 ReLU MLP）。 这个构建块具有任何 m 的单位

雅可比行列式，并且从那时起是可逆的: 

 

详细信息，周围讨论和实验结果如下。 

 

2 学习连续概率的双射转换 

我们考虑从密度为 的参数族中学习概率密度的问题，在有限数据集 D 上选取 N 个例

子，每个都存在于空间 X 中; 通常 。 

我们的特殊方法包括使用以下变量公式，通过最大似然学习数据的连续分布，从而学会如何把可

微分的几乎无处不在的非线性变换 f 变换到更简单的分布的方法： 

 

其中 pH（h），即先验分布，是预定义的密度函数，例如一个标准的等向性高斯函数。 如果先

验分布是阶乘的（即具有独立维度），那么我们获得以下非线性独立分量估计（NICE）标准，这是

我们的数据生成模型下的最大似然作为因子分布的确定性变换: 

 

其中 。 

我们可以将 NICE 视为学习数据集的可逆预处理变换。 可逆的预处理可以简单地通过收缩数据

来任意增加概率。 我们使用的变化 
  

1请注意，此先前分布不需要是常量，也可以学习 
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图 2：耦合层的计算图 

 

变量公式（公式 1）准确地抵消这种现象，并使用先前 pH 的分解结构来鼓励模型在数据集中发

现有意义的结构。在该公式中，变换 f 的雅可比矩阵的行列式判断收缩并且根据需要促进高密度区域

（即在数据点处）的扩展。如 Bengio 等人所述（2013），表示学习倾向于扩大输入中更“有趣”

区域的空间的体积（例如，在无监督学习情况下的高密度区域）。 

与先前使用自动编码器的工作一致，特别是变分自动编码器（Kingma 和 Welling，2014; 

Rezende 等，2014; Mnih 和 Gregor，2014; Gregor 等，2014），我们称之为编码器并且它的倒

数 是解码器。给定 ，模型的采样可以通过有向图形模型 H → X 中的原始采样非常容易地进

行，如等式 2 中所述。 

 

 

3 架构 
 

3.1 三角结构 

该模型的结构对于获得一系列双射是至关重要的，其中这些双射的雅可比行列式是易处理的并且

计算是直截了当的，不论是前向（编码器 f）还是后向（解码器 ）。如果我们使用分层或组合变

换 ，前向和后向计算是其层计算的组合（按照适当的顺序），其雅可比行列式是

其层的雅可比行列式的乘积。因此，我们首先要着眼于定义那些更基本的组成部分。 

首先，我们考虑仿射变换。 （Rezende 等，2014）和（Kingma 和 Welling，2014）在使用

对角矩阵或具有 秩-1 校正的对角矩阵作为变换矩阵时，提供了逆和行列式的公式。另一类具有易处

理行列式的矩阵是三角矩阵，其决定因素只是其对角线元素的乘积。在测试时反转三角矩阵在计算方

面是合理的。许多平方矩阵 M 也可以表示为上三角矩阵和下三角矩阵的乘积 M = LU。由于可以组

成这样的变换，我们看到这些组合物的有用组分包括雅可比对角线，下三角形或上三角形的组合物。 

使用这种观察的一种方法是建立具有三角形权重矩阵和双射激活函数的神经网络，但这高度约束

了该体系结构，将设计选择限制为深度和非线性选择。或者，我们可以考虑具有三角雅可比矩阵的函

数族。通过确保雅可比行列式的对角元素易于计算，雅可比行列式的行列式也易于计算。 

 
 

3.2 耦合层 

 

在这一小节中，我们描述了一个具有三角形雅可比矩阵因此易处理的雅可比行列式的双射变换

族。 这将成为转型 f 的基石。 
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一般耦合层  设 x ∈ X，I1,I2 是 的分区使得 d =|I1|和 m 是在 Rd 上定义的函数，我们可

以定义 y =（yI1，yI2）其中: 

 

其中 是耦合定律，是关于第二个参数的第一个参数的可逆映射。 相应

的计算图如图 2 所示。如果我们考虑 I1 = 和 I2 = ，雅各比这个功能是: 

 

其中 Id 是大小为 d 的单位矩阵。 这意味着 。 此外，我们观察到我们可以使用以

下方法反转映射 

 

我们将这种变换称为具有耦合函数 m 的耦合层。 

加性耦合层    为简单起见，我们选择加法耦合定律 g（a; b）= a + b 作为耦合定律，以便通过

取 a = xI2 和 b = m（xI1）: 

 

因此，计算这种变换的逆矩阵与计算变换本身一样昂贵。 我们强调，对耦合函数 m 的选择没有

限制（除了具有适当的域和陪域）。 例如，m 可以是具有 d 个输入单元和 D-d 个输出单元的神经网

络。 

此外，由于 ，附加耦合层变换除了其平凡的逆之外还具有单位雅可比行列式。 人们

还 可 以 选 择 其 他 类 型 的 耦 合 ， 例 如 多 重 耦 合 定 律 或 仿 射 耦 合 定 律

如果 。出于数值稳定性原因，我们选择

了加性耦合层，因为当神经网络是整流神经网络时，耦合函数 m 变换成分段线性 

组合耦合层   我们可以组合多个耦合层以获得更复杂的分层变换。 由于耦合层使其输入的一部

分保持不变，我们需要在交替层中交换分区中两个子集的作用，以便两个耦合层的组合修改每个维

度。 检查雅可比行列式，我们观察到至少需要三个耦合层才能使所有尺寸相互影响。 我们一般使用

四个。 

 

3.3 允许重新缩放 

由于每个附加耦合层具有单位雅可比行列式（即，体积保持），它们的成分也必然具有单位雅可

比行列式。 为了解决这个问题，我们将对角缩放矩阵 S 作为顶层，将第 i 个输出值乘以 Sii：

。这允许学习者在某些维度上给予更多权重（即，模型更多变化）而在其

他维度上更少。 

在 Sii 对于某些 i 变为+∞的极限中，数据的有效维数已减少 1。只要 f 在数据点周围保持可逆，

这是可能的。对于其余的这种缩放的对角线最后阶段以及其余的下三角形或上三角形阶段（具有对角

线中的标识），NICE 标准具有以下形式: 
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我们可以将这些缩放因子与 PCA 的本征谱相关联，显示每个潜在维度中存在多少变化（Sii 越

大，维度 i 越不重要）。 可以将频谱的重要维度视为算法学习的多样性。 前一个术语鼓励 Sii 很小，

而决定性项 log Sii 阻止 Sii 达到 0。 

 

3.4 先验分布 

如前所述，我们选择先前的分布为阶乘，即: 

 

我们通常在标准分布系列中选择此分布，例如 高斯分布： 

 

或者逻辑斯谛分布: 

 

我们倾向于使用逻辑分布，因为它倾向于提供更好的行为梯度。 

 

4 相关方法 
 

在 生 成 模 型 方 面 取 得 了 重 大 进 展 。 由 于 这 些 模 型 允 许 的 有 效 近 似 推 理 和 学 习 技 术 ， 像

Boltzmann 深层机器（DBM）（Salakhutdinov 和 Hinton，2009）这样的无向图形模型已经非常

成功并且是一个激烈的研究课题。然而，这些模型需要用于训练和采样的马尔可夫链蒙特卡罗

（MCMC）采样程序，并且当目标分布具有尖锐模式时，这些链通常缓慢混合。此外，对数似然是

难以处理的，最著名的估计程序，退火重要性抽样（AIS）（Salakhutdinov 和 Murray，2008），

可能会产生过于乐观的评估（Grosse 等，2013）。 

定向图形模型缺乏允许 DBM 有效推理的条件独立结构。然而，最近，变分自动编码器（VAE）

的发展（Kingma 和 Welling，2014; Rezende 等，2014; Mnih 和 Gregor，2014; Gregor 等，

2014） - 在训练期间允许有效的近似推断。与 NICE 模型相比，这些方法使用随机编码器 q（h | 

x）和不完美解码器 p（x | h），需要成本中的重构项，确保解码器近似反转编码器。这将噪声注入

自动编码器循环，因为 h 是从 q（h | x）采样的，这是对真实后验 p（h | x）的变分近似。得到的训

练标准是数据对数似然的变分下界。指导图形模型的通常快速的原始采样技术使这些模型具有吸引

力。此外，保证对数似然的重要性抽样估计器在期望中不乐观。但是使用下限标准可能会产生关于真

实对数似然的次优解。这种次优的解决方案可能例如在生成过程中注入大量非结构化噪声，导致不自

然的样本。在实践中，我们可以输出 p（x | h）的统计量，如期望值或中位数，而不是实际样本。确

定性解码器的使用可以通过消除低级噪声的目的来推动，低级噪声在诸如 VAE 和 Boltzmann 机器

的模型中被自动地添加到生成的最后阶段（可见被认为是独立的，给定隐藏的）。 

NICE 标准与变分自动编码器的标准非常相似。更具体地说，由于变换及其逆可以被视为完美的

自动编码器对（Bengio，2014），因此重构项是可以忽略的常数。这留下了变换标准的 Kullback-

Leibler 发散项： 可以看作先前项，这迫使代码 h = f（x）可能相对于先验分布和

可以看作是熵项。该熵项反映了数据周围的局部体积扩展（对于编码器），其转化

为解码器 中的收缩。以类似的方式，熵 
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变分标准中的术语鼓励近似后验分布占据体积，这也转化为来自解码器的收缩。完美重建的结果是我

们还必须在顶层 h 对噪声进行建模，而在这些其他图形模型中它通常由条件模型 p（x | h）处理。 

我们还观察到，通过将变分标准与重新参数化技巧相结合，（Kingma 和 Welling，2014）在

具有两个仿射耦合层的 NICE 模型中有效地最大化了对（x; ）的联合对数似然（其中 是辅助的）

噪声变量）和高斯先验，见附录 C. 

概率密度函数的变量公式的变化主要用于逆变换采样（这实际上是用于此处采样的过程）。独立

分量分析（ICA）（Hyvarinen 和 Oja，2000），更具体地说是其最大似然公式，学习数据的正交变

换，需要在参数更新之间进行昂贵的正交化过程。在（Bengio，1991）中提出了学习更丰富的变换

族，但是所提出的变换类，神经网络，一般缺乏使推理和优化实用的结构。 （Chen 和 Gopinath，

2000）学会了分层转换为高斯分布，但是以贪婪的方式，它无法提供易处理的采样程序。 

（Rippel 和 Adams，2013）重新引入了学习这些转换的想法，但由于缺乏生物学约束，因此

被迫进入正则化自动编码器设置作为对数似然最大化的代理。通过集成学习（Roberts 和 Everson，

2001; Lappalainen 等，2000），在非线性独立分量分析（Hyvarinen 和 Pajunen，1999）中更成

功地使用了对数似然的更有原则的代理 - 变分下界。 （Kingma 和 Welling，2014; Rezende 等，

2014）使用一种亥姆霍兹机器（Dayan et al。，1995）。生成对抗网络（GAN）（Goodfellow

等，2014）也训练生成模型以将简单（例如因子）分布转换为数据分布，但不需要编码器进入另一

个方向。 GAN 通过学习区分 GAN 样本和数据的二级深度网络来回避推理的困难。该分类器网络向

GAN 生成模型提供训练信号，告诉它如何使其输出与训练数据的区别较小。 

与变分自动编码器一样，NICE 模型使用编码器来避免不一致的困难，但其编码是确定性的。对

数似然是易处理的，并且训练过程不需要任何采样（除了对数据进行反量化）。 NICE 中用于获得易

处理性的三角形结构也出现在另一个易处理密度模型家族中，即神经自回归网络（ Bengio 和

Bengio，2000），其中包括神经自回归密度估计（NADE）的最新成功例子。 （Larochelle 和

Murray，2011 年）。实际上，NADE 定向图形模型中的邻接矩阵是严格的三角形。然而，逐元素

自回归方案使得原始采样过程计算成本高且对于高维数据（例如图像数据）上的生成任务而言不可并

行化。使用一个耦合层的 NICE 模型可以看作具有两个块的 NADE 的块版本。 

 

5 实验 

 

5.1 对数似然和生成 

我们在 MNIST（LeCun 和 Cortes，1998），多伦多面部数据集 2（TFD）（Susskind 等人，

2010） ， 街 景 房 屋 数 字 数 据 集 （ SVHN ） （Netzer 等，2011） 和 CIFAR-10 上 培 训 NICE

（Krizhevsky，2010）。 按照（Uria et al，2013）的规定，我们使用数据的反量化版本：我们向

数据添加 的均匀噪声并将其重新调整为 去量化后。 我们添加 的均匀噪声并将数据重新为

CIFAR-10 调整为 。 

使用的体系结构是四个耦合层的堆栈，最后阶段具有对角线正缩放（参数化指数）exp（s），

并且在 SVHN 和 CIFAR-10 上具有近似的 TFD 白化和精确 ZCA。 我们通过分离奇数（I1）和偶数

（I2）来划分输入空间 
 
 

2 我们训练此数据集的未标记数据. 
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图 3：架构和结果。 ＃hidden 单位是指每个隐藏层的单位数。 

 

 

图 4：TFD 和 CIFAR-10 的对数似然结果。 请注意，深 MFA 编号对应于（Tang et al，2012）获得的最佳结果，但实际上是变化下

限。 

 

组件，所以等式是: 

           
耦合函数 m（1）,m（2）;用于耦合层的 m（3）和 m（4）都是具有线性输出单元的深度整流网

络。我们对每个耦合函数使用相同的网络体系结构：MNIST 为 1000 个单位的五个隐藏层，TFD 为

5000 个四个，SVHN 和 CIFAR-10 为 2000 个。 

标准逻辑分布用作 MNIST，SVHN 和 CIFAR-10 的先验。标准正态分布用作 TFD 的先验。 

通过使用 AdaM（Kingma 和 Ba，2014）最大化对数似然对数 来训练模

型，学习率为 10-3，动量 0.9, β2= 0.01，λ=1 ，和 = 10-4。我们在 1500 个时期之后根据验证对

数似然选择最佳模型。 

我们在 MNIST 上获得了 1980.50 的测试对数似然，在 TFD 上获得了 5514.71，对于 SVHN 获

得了 11496.55，对于 CIFAR-10 获得了 5371.78。这与我们在对数似然方面所知的最佳结果相比：

TFD 为 5250，CIFAR-10 为 3622，因子分析仪的深度混合（Tang 等，2012）（虽然它仍然是下

限），由于连续 MNIST 的生成模型通常使用 Parzen 窗口估计进行评估，因此无法进行公平比较。

由训练模型生成的样本如图 5 所示。 
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(a) Model trained on MNIST (b) Model trained on TFD  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(c) Model trained on SVHN (d) Model trained on CIFAR-10 

 

图 5：来自训练有素的 NICE 模型的无偏样本。 我们采样 并输出: 
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(a) MNIST test examples (b) Initial state (c) MAP inference of the state 

图 6：在 MNIST 上修复。 我们在下面列出了从上到下依次覆盖上图中间图的图像部分的类型：顶行，底行，奇数像素，偶数像素，

左侧，右侧，中间垂直，中间水平，75 ％随机，90％随机。 我们将未屏蔽的像素钳位到其基本事实值，并通过投影梯度上升的可能

性来推断屏蔽像素的状态。 请注意，对于中间掩码，几乎没有关于数字的可用信息。 

 

5.2 修复 

 

在这里，我们考虑一个简易的迭代过程来实现训练的生成模型的修复。 对于修复，我们将观察

到的尺寸（XO）钳制到它们的值，并使用投影梯度上升（以保持输入在其原始值的间隔中）使用步

长 的高斯噪声最大化相对于隐藏尺寸（XH）的对数似然性，其中 i 是迭代，随机梯度更

新: 

 

其中 XH，i 是迭代 i 处隐藏维度的值。 结果显示在 MNIST 的测试例子中，如图 6 所示。尽管

该模型没有经过这项任务的训练，但修复程序似乎产生了合理的定性性能，但需注意偶尔会存在虚假

模式。 

 

6 结论 

 

在这项工作中，我们提出了一种新的灵活架构，用于学习高度非线性的双射变换，将训练数据映

射到其分布被分解的空间，以及通过直接最大化对数似然来实现这一目标的框架。 NICE 模型具有高

效无偏的原始采样，并在对数似然方面取得了有竞争力的结果。 

请注意，我们模型的架构可以使用其他能够发挥其优势的归纳原理进行训练，如环形子空间分析

（TSA）（Cohen 和 Welling，2014）。 

我们还简要地与变分自动编码器建立了联系。 我们还注意到，NICE 可以实现更强大的近似推

理，从而允许在这些模型中更复杂的近似后验分布族，或更丰富的先验族。 
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(a) Model trained on MNIST (b) Model trained on TFD 

 

图 7：潜在空间中的球体。 这些图显示了模型学习的多种结构的一部分。 

 
 

A 更多可视化 

A.1 流行可视化 

为了说明学习的流形，我们还在潜在空间中采用 3D 球体 S 的随机旋转 R 并将其转换为数据空

间，结果 如图 7 所示。 

 

A.2 光谱 

我们还检查了最后的对角线缩放层并查看了它的系数 。如果我们联合考虑先验分布和

对角缩放层，则 可以被认为是每个独立分量的尺度参数。 这向我们展示了模型对每个组

件的重要性，以及最终模型在学习流形方面的成功程度。 我们对 进行排序并将其绘制在图

8 中。 

 

B 近似白化 

学习近似白化的过程是使用 NICE 框架，具有仿射函数和标准高斯先验。 我们有: 

z = Lx + b 

L 是下三角形和 b 是偏置矢量。 这相当于学习高斯分布。优化程序与 NICE 相同：RMSProp 具

有早期停止和动量 

 

 

C 变异自动编码器类似 NICE 

我们断言，随机梯度变分贝叶斯（SGVB）算法最大化了对上的对数似然（x, ）.( Kingma 和

Welling，2014）定义了一个识别网络： 

 

对于标准高斯先验 p（z）和条件 p（x | z），我们可以定义: 
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(a) Model trained on MNIST (b) Model trained on TFD  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(c) Model trained on SVHN (d) Model trained on CIFAR-10 

 

图 8： 的衰减。 大值对应于模型选择具有较大变化的维度，从而从数据突出显示学习的流形结构。 这是 PCA 情况下的本征

谱的非线性等价物。 在 x 轴上是按 d 排序的组件（在 y 轴上）。 
 
 

如果我们在 h =（z,ξ）上定义标准高斯先验。 由此产生的成本函数是: 

  

其中 DX = dim(X). 这等价于： 

 

这是蒙特卡洛对 SGVB 成本函数的估计（Kingma 和 Welling，2014）. 
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